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Unidad 1

Funciones de n-variables

1.1 Funciones de n-variables

Una funcién es una relacion especial entre variables dependientes e independientes. Hasta el
momento estudiamos funciones de una sola variable y = f(z).
Para funciones de n-variables utilizaremos la siguiente notacién:

z = f(z,y) =z — 3y + sen(z +y)

Donde z es la variable independiente, y el par (z,y) son las variables dependientes.

1.1.1 Definicién de funciones de dos variables independientes

Una funcion f, dos variables reales x e y, es una regla que asigna a cada par (z,y) de algin
conjunto D C R2, un nimero real tnico z = f(x,y)
El dominio de una funcién de dos variables es el conjunto de los pares (x,y) que hacen real el

valor f(z,y)

1.1.2 Definicién de funciones de tres variables independientes

Una funcidn f, tres variables reales X,y y 2z, es una regla que asigna a cada terna (x,y, z) de algin
conjunto D C R3, un nimero real tnico w = f(x,y, 2)

El dominio de una funcién de tres variables es el conjunto de las ternas (z,y, z) que hacen
real el valor f(z,y,2)

1.1.3 Determinacién del dominio

Ejemplo
ve+y+1
z=flz,y) = ——7F—
z—1
La funcién f posee dos restricciones:
x+y+1>0
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Siz+y+1=0=>y=—-z—-1
r—1+#0

Siz—1=0=>z=1

domf = {(z,y) € R*/z+y+1>0Az—1#0}

Por lo tanto, podemos graficar el dominio de f de la siguiente manera:

4 A XY+l 20

1.2 Grafica de funciones de dos variables

La grafica de z = f(x,y) es el conjunto de todos los (z,y, z) en el espacio tales que z = f(z,y)
pertenece al dominio de z. Esta grafica es una superficie en R3

Recta en R?

Para determinar la ecuacién de la recta utilizamos un vector ¥ = (a, b, ¢) que dard la direccién de la
recta L, y un punto de paso P(x1,y1, z1). Es decir, todos los Q(x, y, z) tales que PQ es paralelo a ¥

PQ|lv= PQ=1t5= (x — a1,y — y1,2 — z1) = (ta, th, tc)

Por lo tanto:

r—1x1 =ta r=ta+ 11 r— y—y PR
L=< y—yp=tb =< y=tb+y1 = L L !
a b c
z—2z =tc z=tc+ 2z

Sii a #0,b# 0,c # 0
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Planos en R?

Un plano en R? est4 caracterizado por un vector normal N = (a,b,c) y un punto de paso Fj.
Todo @ que pertenece al plano cumple que:

PQLN=PQ - N=0

(x_xluy_ylaz_zl) -(a7b,c) =0
a(x — 1) +b(y —y1) +c(z —21) =0
Ecuacién general del plano
ar+by+cz+d=0
Trazas

Las trazas son las curvas que surgen de la interseccién de una superficie con los planos coordenados.
Por ejemplo, sea la superficie z —y+2 =0

T—y+z=2
x Yy z
Sl AT |
2+—2+2

Fécilmente determinamos sus puntos caracteristicos: (2,0,0);(0,-2,0);(0,0,2)

Observemos en el grafico del plano x—y +z =2 las trazas en los planos coordenados

TrazaenelplanoPzy : -y+z=2 {X_ yx+_20= 2
_I =
Traza en el plano Pxy : X-y =2 {X yz+_20 2

X-y =2

TrazaenelplanoPxz : x+z=2 { z
y=0

Angulo entre planos

7 -1
os(®) = Tl
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1.3 Superficies

Dependiendo de si estamos en R? o en R? una ecuacién puede representar distintas graficas. Es
importante antes de analizar la ecuacién, especificar el espacio en el que estamos trabajando.

1.3.1 Plano

e Posee todas las variables linales. Es decir, estdn a la potencia 1.

e Su ecuacién estd compuesta por una sola igualdad (espacio - dimensiones de la superficie =
n de ecuaciones).

e Ejemplo:
3x+2y+2=0

1.3.2 Cilindro

e La ecuacion del cilindro se caracteriza SIEMPRE falta una variable, y las demas variables
no son lineales.

e La variable faltante indica determina el eje al cual la generatriz es paralelo.
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1.3.3 Cuadricas

Elipsoide

PR

IR SR S

Attt a=!
Traza Piano
Elipse Paralelo al plano xy
Elipse Paralelo al plano xz
Elipse Paralelo al plano vz
La superficie es una esfera 51
a=h=c &0

Hiperboloide de una hoja

£yt g2
— + -——==1
al Bt

Traza Plane

Elipse Paralelo al plano oy

Hipérbola  Paralelo al plano xz
Hipérbola  Paralelo al plano vz

El gje del hiperbaloide correspon-
de a la variable cuyo coeficiente
&5 negativo.

Hiperboloide de dos hojas

ERPRC
e a B

Traza Plano

Elipse Paralelo al plano xy

Hipérbola  Paralelo al plano xz
Hipérbola Paralelo al plano vz

El eje del hiperboloide corresponde
a la variable cuyo coeficiente es
positive. No hay traza en el plano
coordenado perpendicular a este
eje.
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Cono eliptico
¥y
=+

at B
Traza Plano

=0

2] |r|
fa] b

Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola  Paralele al plano xz
Hipérbola  Paralelo al plano yz

El gje del cono comresponde a la
varizble cuyo coeficiente s negati-
vo. Las trazas en los planos coorde-
nados paralelos a este eje son rectas
que s¢ cortan.

Paraboloide eliptico
2 4
- S
< 3T
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy

Pardbola Paralelo al plano xz
Pardabola Paralelo al plano yz

El gje del parsholoide corresponde a
la variable elevada a la primera

PDI.CI'IL'IH.

{un punto |

Paraboloide hiperbalica

:={F:—x—: Traza ¥ i
a2

Traza Plano

Hipérbola  Paralelo al plano xy
Paribola Paralelo al plano xz
Paribola Paralelo al plano vz

El gje del paraboloide corresponde
a la vanuble elevada a la pnmera

potencia.

1.4 Curvas de Nivel

Las curvas de nivel son una forma de afrontar una representacion grafica tridimensional en el
plano. Consiste en interesectar una superficie con distintos planos equidistantes, y proyectar
dicha traza en un solo plano.

Se denomina curva de nivel a la proyeccién de la interseccién de la superficie con planos paralelos
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al plano coordenado xy, sobre el plano xy:

e N
7 (c N

e,

e

L1} = a 3 e

Grifica de =4 43 Curvas de nivei de =2.45,2

Al analizar las distancias entre las distintas curvas de nivel, podemos obtener informacién
sobre la tasa de crecimiento o decrecimiento de la grafica tridimensional.

1.5 Limite y Continuidad de Funciones de n Variables

1.5.1 Definicién de distancia entre dos puntos

Si P(x1,x2,...,Tn) ¥y A(ay,as,...,an) son dos puntos de R™. La distancia entre P y A se define
como:

[|IP — Al = \/(xl —a1)2 4+ (z2 —a2)?> + ... + (x, — ap)?
1.5.2 Definicién de bola en R”
Se define bola abierta al conjunto de los puntos P de R™ tales que:
[|IP—All<r
Se define bola cerrada al conjunto de los puntos P de R"™ tales que:

1P =All<r

1.5.3 Definicién de Limite

Sea f una funcién de n variables definida en alguna bola abierta Bj(A) C D, con D dominio
de la funcién, excepto posiblemente en el punto A. Entonces el limite de f(P) conforme P
tiende a A es L, lo cual se denota:

i, £P) =2
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si para cualquier € > 0, existe § > 0 tal que
O0<||[P-A||<dé=|f(P)—L|<e
Si f es una funcién de dos variables independientes:

lim  f(z,y) =1L

(z,y)—(a1,a2)

si para cualquier € > 0, existe § > 0 tal que

0<\(x—a1)?2+(y—a)?<d=|f(z,y)—L| <e

X (x-a)2+(y-b)2 = &2

Importante: Para que exista el limite doble, el valor de L debe ser el mismo por cualquier
trayectoria considerada que pase por A.

1.5.4 Criterio para inexistencia del limite doble

Si una funcién f tiene limites distintos a lo largo de dos trayectorias diferentes par las cuales
(w,y) tiende al punto (a1, az) entonces limy ) (a,,a5) f(%,y) = L no existe.

1.5.5 Propiedades de los limites

lim f(x,y)=L vy lim  glx,y)=M

(x,y)—>(a,b) (x,y)—>(a,b)

1. lim [f(x,y)ig(x,y)]z LEM 2. lim [f(x,y). g(x,y)]z LM
(x,y)—>{(ab) (x,y)—>(a,b)

3. lim  k f(x,y)=k L 4, lim flx,y) — , M=0
(x,y)—>{a,b) (xy)>(@ab) 8xy) M

1.5.6 Continuidad de funciones de dos variables

Una funcién de dos variables se denomina continua en (a,b) si y solo si se cumple lim , ) (a1 ,a0) f(2,Y) =

f(alaa2)

10
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*Si k es un nimero real, fy g funciones continuas en (a,b) entonces las siguientes funciones son continuas en (a,b):
1. kf 2. f.g 3. f+g 4. f/g sig(a,b)#0

¢ Sihescontinuaen (a,b) y g escontinuaen h(a,b) entonces la funcién compuesta f= g(h) es continua en (a,b)

e Las funciones polindmicas de dos variables son continuas en el plano.

e Las funciones racionales son continuas en todo su dominio.

11



Unidad 2

Calculo Diferencial en n-variables

2.1 Derivadas Parciales

Definicién de funcién derivada parcial en 2 variables

Sea f una funcién de las variables z e y, la derivada parcial de f con respecto a z es la funcidn,
denotada f,(x,y) tal que su valor en cualquier punto de su dominio es:

si el limite existe. Semejantemente la derivada parcial de f con respecto a y, denotada fy(z,y),
tal que su valor en cualquier punto del dominio estda dado por:

Ay) —
fyla,y) = Aligof(x’y+ Ay; f(z,y)

si existe el limite.

Representacion Geométrica

!

Py(xg Yoo S(xg Yol

Polxg. Yoo flxge ¥o))

2= flx, y)

i

z=flx. y)

12
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2.1.1 Pendiente de una superficie

Los valores de f;(a,b) y fy(a,b) determinan la pendiente de la superficie definida por z = f(z,y)
en el punto P(a,b, f(a,b)) en las direcciones x e y respectivamente.

2.1.2 Derivadas parciales de 6rdenes superiores

Si f es una funcién de dos variables, entonces sus derivadas parciales también son funciones de
dos variables, y por lo tanto se les puede determinar las derivadas parciales. Y asi sucesivamente
conseguimos las derivadas parciales de 6rdenes superiores. Resultado que se extiende a las
funciones de n variables independientes.

2.1.3 Teorema de Clairaut (sobre derivadas parciales cruzadas)

Sea f definida en un disco abierto D que contiene al punto (a,b). Si las funciones fg,, v fyzson
continuas en D entonces fy,(a,b) = fyz(a,b)

2.2 Funciones Diferenciables

2.2.1 Definicion de Incremento

Si z = f(x,y), con h: incremento de x y k: incremento de y.
Az=Af(z,y) = flx+hy+Fk)

2.2.2 Definicién de funcién diferenciable en (a,b)

Una funcién dada por z = f(x,y) es diferenciable en (a,b) si su incremento se puede expresar por:
Az(h, k) = fo(a,b)h + fy(a,b)k + erh + e2k

con €1 y es funciones de (h, k), tales que:

61(]17 k‘) =0 AN Eg(h, k‘) =0

lim lim
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

2.2.3 Teorema (condicién suficiente para la diferenciabilidad)
Si f es una funcién definida por z = f(x,y), siendo f, , f, continuas en (a,b), entonces f es

diferenciable en (a, b).

2.2.4 Definicion de diferencial o diferencial total.

Sea la funcién z = f(z,y) y Az, Ay sus incrementos respectivamente, entonces la diferencial
total de z es:

Como x e y son variables independientes Az = dz y Ay = dy:

dz = fu(z,y)dz + f,(z,y)dy

13
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2.2.5 Aproximacién con diferenciales (recta tangente)

Una de las ideas mas importantes del calculo de una variable, es el hecho de que al acercarnos a
un punto sobre la grafica de la funcién diferenciable en dicho punto, la grafica y la recta tangente
a la misma practicamente se confunden.

Por ejemplo, se desea aproximar la funcién f(z) = Inz en el punto (1,0). Ecuacién de la

recta tangente en (1,0)

f(@) =z = f(z) = =

y—0=f(z)(z—1)=L@)=y=2—-1

Ahora puedo usar L(z) para aproximar el logaritmo en valores cercanos al (1,0)

2.2.6 Aproximacién con diferenciales (plano tangente)

Sea z = f(x,y), que define una superficie S, con derivadas parciales de primer orden continuas en
(a,b), y un punto P(a,b, f(a,b)) en S.

z=f(x,y)  Rtg — m=fy(a,b)

Plano tangente a la superficie Sen P ¢ {
1
y=b

C: %:Z=f(x,y) Rtg —>m=f,(a,b)

X=a

La ecuacién del plano tangente en el punto P(a,b, f(a,b)):
A(x —a)+ By —b) + C(z — f(z,y)) =0

Despejando el término con z, y dividiendo en C m.a.m.:

s fla) =~ 5(e—a) -~ 2ly-b)

14
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z— f(a,b) = h(z —a) + k(y — b)
Donde h y k son las derivadas parciales en dicho punto (incrementos de las variables).
z = fla,b) = fa(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b)

Queda entonces definida la funcién z = L(x,y)

L(z,y) = fz(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y —b) + f(a,b)
L(z,y) = fu(a,b)dx + fy(a, b)dz + f(a,b)
L(z,y) = dz + f(a,b)

Por lo tanto, la aproximacion:

fla+ Az, b+ Ay) = df(a,b) + f(a,b)

2.2.7 Teorema: Diferenciabilidad implica continuidad.

Si una funcién definida por z = f(x,y) es diferenciable en (a,b) entonces es continua en (a, b).

Demostracién

Suponiendo que f es diferenciable Py, con Py € D° tenemos que probar que:

Jim, f(P) = f(P) = F}Lnlgo[f(P) — f(Po)] =0

Por lo tanto

Ph_?]go[f(P) - f(Ry)] = (hyk%i_%l(o’o)[f(xo +h,yo + k) — f(0,Y0)]

Puesto que f es diferenciable en Py por hipétesis:
f(@o +h,yo + k) — f(20,90) = fu(@o,y0)h + fy(20,y0)k + €1h + €2k

lim  [f(zo 4+ h,y0 + k) — f(zo,90)] =

li h k h kl=0
i o0.0) (h’k)lgl(o’o)[fx(zo,yo) + fy(xo, Yo)k + e1h + €2k]

Por lo tanto, queda entonces demostrado que:

i (£(P) = £(Py)] =0

2.2.8 Diferencial de orden superior
&’ f = d(df) = d(fo(x, y)dz + fy(z,y)dy)

= Hfuleru)da + fy o))+ 5 (Fala e+ £, (o) dy)dy

= foa(2,9)d2® + fyo(z,y)dydz + foy(x,y)dady + fyy(z, y)dy®
= f:m:(il?, y)dwz + 2fya:(wa y)dydac + fyy(ma y)dy2

15
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2.3 Regla de la Cadena

2.3.1 Regla de la cadena para f(z,y) con x(t),y(t)
Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables independientes, donde = = g(t) y y = h(t) son
funciones de t diferenciables. Entonces z es una funcién de ¢ diferenciable:
d:_ojde  0fdy
dt  Oxdt Oy dt
Demostracion

Un cambio de At en t produce cambios en Az en x y en Ay en y. Estos a sus vez producen un
cambio en Az en z. De acuerdo a la definicién de incremento de una funcién diferenciable:

N |
Az =g AT+ Ay

donde €; — 0y e — 0 cuando (Az, Ay) — (0,0). Al dividir por At ambos miembros:

Az 8fo+g&+ ﬁ-l— Ay

At or At Ty Ar A T A
Si ahora At — 0, Az = g(t + At) — g(t) — 0 y de igual manera Ay = h(y + At) — g(t) — 0 Por
lo tanto

—Ay + 1Az + e2Ay

T A
dt  Atso At
8f Az 3f Ay

= g0 Amy 3 gy dimy A+ dim ek + Jim ey
_Ofdx  Ofdy dz dy
T owdt Oyt Foag roay

8fdsc+8fdy

Or dt Oy dt

2.3.2 Regla de la cadena para f(z,y) con x(s,t),y(s,t)

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables independientes, donde = = g(s,t) y y = h(s,t) son
funciones de (s,t) diferenciables. Entonces z es una funcién de (s, t) diferenciable.
La derivada parcial de z con respecto a s

Oz _0f 0z Of Oy
ds Oz ds Oy ods

La derivada parcial de z con respecto a t

0z _0f0x  0Of0y
ot Oz ot Oy Ot

Demostracién para 9z/0s

Un cambio de As en g produce cambios en Az en x y en Ay en y. Estos a sus vez producen un
cambio en Az en z. De acuerdo a la definicién de incremento de una funcién diferenciable:

afAm—F of

Az ox dy

— Ay + 1Az + eaAy

16
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donde €; — 0y e — 0 cuando (Axz, Ay) — (0,0). Al dividir por As ambos miembros:

Az _0fAx OfAy  Ar Ay

As  Ox As Oy As VAs T ?As
Si ahora (As,At) — (0,0), Az = g(s + As,t + At) — g(s,t) — 0 y de igual manera Ay =
h(s + As,t+ At) — h(s,t) — 0 Por lo tanto

% = lim g
0s  (As,At)—(0,0) At
af . Ax  Of . Ay . Ax . Ay
== 1 — + = 1 — 1 — 1 —
ox (As,Agg(o,o) As + y (As,Agg(o,O) As + (As,Agg(o,o)el As + (As,Agg(o,o) “ As
_O0fox  Of 0y ox y
_8x35+6y35+0 6185+0 “29s
0l ox 010y
 0x0s Oy Os

2.4 Funciones Implicitas
Sea F(z,y) v y = f(x), decimos que F define implicitamente sii:

Fz,y) =0= F(z, f(z)) =0

2.4.1 Caso 1: Una variable dependiente, una variable independiente

Sea x e y dos variables que estdn relacionadas de forma implicita (F(x,y) = 0) donde y = f(z):

F(z, f(z)) =0
dx dy
F,— 4+ F,-= =
mder Ydx 0
dy
F,+F,— =0
@t Ydx
dy _ I
dr  F

Y

2.4.2 Caso 2: Una variable dependiente, dos variables independientes

Sea F(x,y,z) tales que z(z,y). En este caso tendremos las derivadas parciales de z, y zy.
Quiero buscar z,:

F(z,y,2) =0
ox dy 0z
4R, =
“9z Yoz T om 0
0z
F,+F. 22 =0
+ ox
9z _ _F
dr  F,
Quiero buscar z,:
3z__&
dy  F.
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2.4.3 Caso 3: 2 variables dependientes y dos variables independientes
Sea el sistema:

F(z,y,2,t) =0

G(z,y,2,t) =0

Con z(z,t) e y(z,t). Podemos obtener entonces ., y., x; e y;. Derivando mediante la Regla de
la Cadena con respecto a z para obtener:

Feo, +Fyy, +F,z, + Fit, =0
Gexr + Gy, +Goz, + Git, =0

szz+Fyyz =-F,
Gwmz + nyz = _Gz

Por lo tanto, definimos el determinante del sistema como A:

_| e Fy
A= ’ G, Gy
Por lo tanto
| F. Fy
G, G,
T, = A
| F
G, G,
Y=="7""A

2.5 Derivada Direccional

Sea f una funcién f: A C R? — R, Py = (a,b) € A°, @ = (u1, u2) unitario. Se define la derivada
direccional de f en P en la direccién del vector i, y se denota Dz f(FPp) a:

Daf(Py) = %ﬂ% fla +tm,b+ttu2) — f(a,b)

si el limite existe.

2.5.1 Derivada direccional en funciones diferenciables

Si f es una funcién diferenciable en x en y, entonces f tiene una derivada direccional en la
direccién del vector unitario @ = (uq, usg)

Dz f(Po) = folx,y)ur + fy(x,y)uz

2.5.2 Demostracion: Derivada direccional en funciones diferenciables

Se define una funcién g de una sola variable ¢ mediante

g(t) = f(zo + tuy, yo + tus)
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entonces segun la definicién de derivada

lim g(t) — g(0) ~ lim flxo + tur, yo + tuz) — f(xo,yo)

Ty —
g (O) T 50 t t—0 t

= Daf(Fo)

Por otro lado, puede escribir g(t) = f(z,y) donde x = xg + tuy e y = yo + tua, de modo que la
regla de la cadena da:

ofd ofd
_Ofdx  0fdy

Si ahora t = 0, entonces * = zg e y = Yo

9'(0) = fulzo,yo)u1 + fy(zo, yo)uz

De las ecuaciones anteriores llegamos a que:

Daf(Po) = fe(xo,y0)u1 + fy(xo, yo)usz

Si el vector unitario forma un dngulo 6 con el eje positivo x:

D f(Po) = fe(xo,y0) cos O + fy(xo,yo)sin b

2.5.3 Vector gradiente ﬁf

Sea una funcién f: A C R> — R, donde existen las derivadas parciales f, y f,. Entonces el
gradiente de la funcién f, denotado V f, es el vector:

—

Vf(x,y) = (fx(x,y),fy(x,y))

En particula, para el punto (a, b)
Vf(a,b) = (fu(a,b), fy(a,b))

2.5.4 Condicién necesaria para diferenciabilidad
Sea f una funcién f: A C R?> — R, Py = (a,b) € A°, @ = (u1,uy) vector unitario en R2. Se dice
que:
Si f es diferenciable en Py = Dz f(FPy) = Vf(FPy) - @
Demostracion
Consideramos a, b, u1, us puntos fijos (arbitrarios) y definimos la funcién:
g(t) = f(a+ tuy, b+ tug)

Derivable por estar definida por f, la cual es diferenciable en el punto Py. Calculando ¢'(0)

gu»:mnﬁﬂ;%ﬁzhmfw+whhuw>fﬂmw
t—0 t t—0 t

= Dg f(Po) 1]
Por otro lado, realizando la composicién g(t) = f(x,y), con x = a + tuy e y = b+ tusg

dy
dt

dx

J0 = L)y

+ fy(xay)
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g'(t) = fa(@,y)ur + fy(2,y)us
Paraun ¢t =0
g'(0) = fala,b)ur + fy(a,buz = VF(Py) - i 2]
De [1] y [2] tenemos que:

Daf(Po) = VI(Py) -
2.5.5 Direccion de la maxima y minima derivada direccional

La méaxima derivada direccional en P, se da en la direccién del vector gradiente normalizado

Vf(Po)

max i = — =

(P
IV (Po)ll

La minima derivada direccional en P, se da en la direccion del opuesto del vector gradiente
normalizado

Demostracion

Por teorema condicién necesaria para la diferenciabilidad:
Daf(Po) = Vf(R) -

Por propiedad del producto escalar entre vectores

—

Daf(Po) = [IVf(Po)ll - [lal] - cos 6

—
—

Como —1 < cosf < 1, el valor maximo se da cuando el cos§ =1 =0 =0, es decir Vf (D) || &

2.5.6 Valor maximo y minimo de la derivada direccional

Valor méaximo

—

IV f(Po)l|

Valor minimo

—

=V f(Po)ll

2.6 Valores extremos en funciones de dos variables

2.6.1 Definicion de extremo absoluto
Sea una funcién f: A C R? =+ R, Py € A decimos que:
e f alcanza en Py el maximo absoluto si y solo si VP € A, f(P) < f(Pp)

e f alcanza en Py el minimo absoluto si y solo si VP € A, f(P) > f(Fo)

Teorema del valor extremo

Toda funcién continua en R?, definida en un conjunto cerrado y acotado, alcanza maximo absoluto
y minimo absoluto.
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2.6.2 Definicion de extremo relativo
Sea una funcién f: A C R? — R, Py € A° decimos que:

e f alcanza en Py un méximo relativo o f(Fp) es un méaximo relativo si y solo si 3D C

A, f(P) =z f(Po)
e f alcanza en Py un minimo relativo o f(Fy) es un minimo relativo si y solo si 3D C
A, J(P) < f(Py)
2.6.3 Punto Critico

Sif:ACR?— R,Py € A° tal que no existe una o ambas derivadas parciales en Py o bien
existen ambas derivadas parciales en Py y cumplen que:

fo(Po) = fy(Fo) =0

Decimo que FP; es un punto critico de f

2.6.4 Condicion necesaria para la existencia de extremos relativos
Sean f: AC R? — R,y Py € A° tales que f(P,) es un extremo relativo de f entonces Py es un
punto critico de f

Demostracion caso 1

Sea (a,b) € D, tal que f(a,b) es un valor extremo relativo de f, tal que f,(a,b) o f,(a,b) no
existe, entonces (a,b) es un punto critico de f

Demostracién caso 2

Sea (a,b) € D, tal que f(a,b) es un valor extremo relativo de f, tal que fz(a,b) o fy(a,b) existen,
armamos una funcién g de una variable independiente.
g(z) = f(x,b) tiene extremo relativo en & = a por hipdtesis.

.'.g/(a)=0=>g/(a)=%ii%g<a+h})t_g(a) :}lliinof(a'i_habiz_f(a’b)

= fo(a,b) . fula,b) =0

De igual forma, trabajamos con la variable y t(y) = f(a,y) tiene extremo relativo en y = b por
hipdtesis.

. . f(aab+h)_f(a'ab)
Ty _ / _ —
) =02 (0) = Jim TS = fim TR

= fy(a,b) . fy(a,b) =0

Puesto que f;(a,b) = fy(a,b) =0, f posee un punto critico en (a, b)

2.6.5 Punto Silla

Sean f: AC R> -+ R,y Py € Asi P, es un punto critico de f y en Py la funcién no tiene extremo
relativo, entonces decimos que Py es un punto silla.
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2.6.6 Condicion suficiente para localizar extremos relativos

Sean f: AC R*> - R,y Py € A tales que f,(Py) = fy(Po) = 0y las derivadas parciales de f
hasta el orden 2 son continuas y no todas nulas en un entorno de Py, entonces:

fxz fya:
f$y fyy

1. Si H(Py) > 0 = f tiene extremo relativo en Py

H(PRy) =

o Si fur(Po) > 0= f(P) es un minimo relativo (m,.)
o Si fuu(Po) < 0= f(P) es un méximo relativo (M)

2. Si H(Py) < 0= f no tiene extremo relativo en Py

3. Si H(Py) = 0 el criterio no decide
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